CLASSES DE CHERN DES VARIÉTÉS UNIRÉGLÉES 
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1. Introduction 

Soient X une variété compacte de type kàhlérien et E est un fibré vectoriel complexe de 
rang r sur X. 

Le résultat suivant montre qu'en général peu de choses peuvent être dites de ses classes 
de Chern : si X est une surface algébrique et si un entier r > 1, ci G NS(X) et c 2 G H 4 (X, Z) 
sont donnés alors il existe un fibré vectoriel algébrique de rang r sur X de classes de Chern 
ci et c 2 . 

Les exemples suivants montrent que sous certaines hypothèses, il existe des contraintes 
sur les classes de Chern de E. 

Si E possède une métrique d'Hermite-Einstein alors l'inégalité de Bogomolov-Lùbke 



(2rc 2 (E) - (r - l)ci(E) 2 ) A u n ~ 2 > 



\2\ A , ,n-2 

*ro2\rj) — \r — l)C\\ej 

'X 

est satisfaite (voir [El82j. Si l'inégalité précédente est une égalité alors E est projectivement 
plat. 

Si E est numériquement effectif alors, pour tout polynôme de Schur P\ £ Z [c\ (E) , . . . , c r (E)] , 
où À est une partition d'un entier quelconque k en parts < r (voir |DPS94j Theorem 2.5), 



/ P(c(E))A/-*>0. 



Si X possède une métrique de Kàhler-Einstein et si u> est une forme de Kàhler-Einstein 
alors sa première classe de Chern ci(X) G H 2 (X,C) est négative, nulle ou positive et 
l'inégalité de Miyaoka-Yau 



/ (2(n + l)c 2 (X) - nci(X) 2 ) A w n ~ 2 > 



est satisfaite (voir |CQ75j ). Si l'inégalité précédente est une égalité, alors le revêtement 
universel de X est isomorphe à P n , C n ou B n (voir Ti02 Theorem 2.13). 

Nous démontrons des résultats d'effectivité analogues au dernier de ceux que nous avons 
rappelés lorsque X est projective et uniréglée. 

2. Enoncés des résultats 

2.1. Notations et hypothèses. Soit X une variété algébrique connexe, projective et lisse 
sur le corps C des nombres complexes. Supposons X uniréglée, autrement dit, supposons 
que X soit dominée par un produit P 1 x Y où Y est une variété algébrique complexe de 
dimension dim(X) — 1. 

Soit H C Hom-b(P 1 ,X) une composante irréductible telle que le morphisme d'évaluation 
P 1 x H — > X soit dominant, autrement dit, une famille couvrante de courbes rationnelles. 
Soient x G X et R x := Hom(P 1 ,X,0 h-> i)nH. Soit G C PGL(2) le stabilisateur de G P 1 . 
Le groupe Gq opère librement sur par la formule g- f = f o g^ 1 où g G Gq et [/] G H^. Il 
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opère diagonalement sur P 1 x H x . Soient \ x := H x / /Go et := P 1 x H x ./ /Go les quotients 
géométriques et n x et t x 

U T — ^ï-» X 



les morphismes naturels. Supposons que pour x G X général, le schéma Y x soit propre 
sur C, autrement dit, supposons que H soit une famille couvrante minimale de courbes 
rationnelles. 

Remarque 2.2. Il suffit, par exemple, de considérer une famille couvrante de courbes ra- 
tionnelles de degré minimal relativement à une polarisation donnée. 

Soit £ := ci(X) • /*P X > 2 où [/] G H. Les principaux résultats de ce travail sont les 
suivants. 

Théorème (voir Théorème 15.3(1 . Sous les huvothèses \2.1l siiSX est général et si \J' X est 
une composante irréductible de \J X alors le cycle 

i x *(\j' x ) ■ (c 2 (X) - ^i Cl (X) 2 ) G A*_ 3 (X) <g> Q 

est effectif. 

Théorème (voir Théorème 15.4(1 . Sous les huvothèses \2. Il si x G X est général et si \J X est 
une composante irréductible de \J X alors le cycle 

i x *(XJ' x ) • (c 2 (X) - + ^) Cl (X) 2 ) G A £ _ 3 (X) ® Q 

est effectif sauf s 'il existe un morphisme fini X — ► X et une application rationnelle ip : 
X — ■> Z dont les fibres générales sont des espaces projectifs sur C de dimension £ — 1, tels 
que les courbes rationnelles considérées soient les images dans X des droites contenues dans 
les fibres de ip. 

Proposition (voir Proposition 15.5(1 . Sous les hvvothèses \2.1l le cycle 

l x *(U x ) • (c 2 (X) - ^i Cl (X) 2 ) G A,_ 3 (X) ® Q 

est nul pour x G X général si et seulement s'il existe un morphisme fini X — > X et une 
application rationnelle <p : X — » Z (terni tes fibres générales sont des espaces projectifs sur 
C de dimension £ — 1, tels gwe tes courbes rationnelles considérées soient les images dans 
X des droites contenues dans les fibres de (p. 

£ — 1 1 

Remarques 2.3. Si £ est un entier > 2 alors c 2 (Q^_i) — (— — — Y ) c i(Q^-i) 2 = où Q^_! C 

£ — 1 

P £ est une quadrique lisse de dimension £ — 1 et c 2 (P^ _1 ) — ( )ci(P £ ~ 1 ) 2 = 0. 
Si C est une courbe connexe, projective et lisse sur C et si X^ := Q^_! x C alors 

c 2 (X e ) - (£^± + ^) Cl (X £ ) 2 = e -^ Cl (Q £ _ 1 ) • Cl (C). 

Si le genre de C est > 2 et si £ > 3 alors le cycle 

c 2 (X,)-(^- + i) Cl (X £ ) 2 

n'est pas effectif dans A^_ 3 (X^) (g) Q. 
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Question 2.4. Sous les hypothèses 12 . 1| si pour un point x G X général le cycle 

^(11,) • (c 2 (X) - + ^) Cl (X) 2 ) G A,_ 3 (X) (g) Q 

est nul, existe-t-il un morphisme fini X — ► X et une application rationnelle ip : X — » Z 
dont les fibres générales sont des quadriques lisses sur C de dimension t — 1, tels que les 
courbes rationnelles considérées soient les images dans X des droites contenues dans les 
fibres de tp ? 

Si x € X est général, Y x est lisse sur C de dimension 1 — 2 (voir paragraphe OJ) mais 
pas nécéssairement connexe. La description globale du fîbré tangent de V x et le calcul de 
ciÇVx) sont également donnés. 

Proposition (voir Proposition 13. 8|) . Le fibré tangent du schéma Y x est naturellement 
isomorphe au fibré 

TT x 4(L* x T x /T nx )(-a x )), 
où l'on a identifié T 7Tx C Ttj^ à son image dans t*Tx via la différentielle de l'application 

Proposition (voir Proposition 14 . 2 \) . La première classe de Chern de Y x est donnée par la 
formule 

ci(V x ) = ït,*4((^ " ^)ci(X) 2 - c 2 (X)) G Pic(V x ) ® Q. 

3. Fibré tangent du schéma V x 

3.1. Soit X une variété connexe, projective et lisse sur C. Soit n la dimension de X et 
supposons n > 1. Soient Hom(P 1 ,X) le schéma localement quasi-projectif sur C des mor- 
phismes de P vers X et Hom(P\X,0 i-> x) C Hom(P 1 ,X) le sous-schéma fermé des 
morphismes / : P 1 — > X tels que /(0) = x où x G X est donné (voir |Mo79j Proposition 
1). Soient 

Hom-b(P 1 ,X) C Hom(P 1 ,X) 

l'ouvert des morphismes birationnels sur leurs images et 

Hom-b(P\X,0 ^ x) := Hom(P 1 ,X,0 i-> x) n Hom-b(P 1 , X). 

Un morphisme non constant / : P 1 — * X est dit libre si h 1 (P 1 , /*Tx(— 1)) = 0, autrement 
dit, si /*Tx — Opi(ai) • • • © Opi(a n ) avec a± > • • • > a n > (voir |Ko96j Définition II 
3.1). Soient enfin 

Ham-lÇP^X) C Hom(P 1 ,X) 
l'ouvert des morphismes libres (voir Ko96 Corollary II 3.5.4) et 

Hom-l^XjO h-> x) := Hom(P 1 ,X,0 ^ x) n Hom-^P 1 , X). 

Le schéma Hom-^P^XjO i— > x) est lisse sur C de dimension h°(P 1 ,/*Tx <8> Io) en [/] G 
i— > x) (voir |Mo79j Proposition 2). 

3.2. Supposons X unirég lée. Soient H C Hom-b(P\X) une famille couvrante de courbes 
rationnelles et H x := Hom(P 1 , X, 0i— >x)nHoùxGX est donné. Soient ev x et q x 

P 1 x B x -^s-» X 

les morphismes naturels. 

Lemme 3.3 (voir |De01j Proposition 4.14). Si x G X est général alors les morphismes 
paramétrés par H x sont libres. 
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Le schéma H x est en particulier lisse sur C de dimension h°(P 1 , /*Tx <8> Io) en [/] G H x . 

Proposition 3.4. Si x G X est général alors le fibré tangent du schéma ïl x est naturelle- 
ment isomorphe au fibré 

fe (e<T x (-{0} x H,). 

Démonstration. La restriction de la différentielle de ev x à q x T-n x est identiquement nulle le 
long de {0} x H x C P 1 x H x et définit donc un morphisme 

Î^Th. — ev* x T x (-{0} x H,) 

et, en prenant les images directes par g^, un morphisme 

Th* — ► Qx*(ev*Tx(—{0} x H^)) 

dont nous allons montrer qu'il est l'isomorphisme cherché. 

L'espace tangent de Zariski à H x en [/] G H x s'identifie naturellement à H^P 1 , /*Tx<8>Io) 
(voir |Mo79j Proposition 2) et la différentielle de l'application ev x en (t, /) G P 1 x H x (voir 
|Ko96j Proposition II 3.4) est l'application 

T pl ® k(t) © H°(P\ /*T X <8> Io) — > T x ® k(/(t)) ~ (/*T X ) ® k(t) 

donnée par 

(v,s) i * d/ t («) + s(i), 
où f G Tpi ® k(t) et s G H^P 1 , /*T X ® l ). La composée de l'application 

H°(P\ /*T X ® I ) ^ T H:c ® k(/) — ( fe (e<T x (-{0} x H,)) ® k(/) 

et de l'application naturelle d'évaluation des sections 

(q x *(ev*T x (-{0} x H,)) ® k(/) — H°(P\ /*T X © I ) 

est donc l'identité de H^P 1 , /*T X ® I )- 

Il reste à remarquer que la formation de l'image directe q Xjf (ev*T x (— {0} x YL X ) commute 
aux changements de bases, autrement dit, que l'application naturelle 

(q x *(ev*T x (-{0} x H,)) ® k(/) — H°(P\ /*T X ® I ) 

est un isomorphisme (t>oir |Ha77j III Theorem 12.11). □ 

Remarques 3.5. L'énoncé précédent reste vrai si a; G X est quelconque et si est une 
composante connexe de Hom-^P 1 , X, h- > x). 

Soit H une composante connexe de Hom-^P^X) et soient ev et q 

P 1 x H — X 
H 

les morphismes naturels. La preuve de la proposition suivante est analogue à celle de la 
proposition 13.41 

Proposition 3.6. Le fibré tangent du schéma H est naturellement isomorphe au fibré 
q*ev*T X - 

3.7. Soient G := PGL(2) et Go C G le stabilisateur de G P 1 . Le groupe Go opère 
librement sur H x par la formule g ■ f = f o g^ 1 où g G Go et [/] G H x (voir |Mo79j Lemma 
9). Il opère diagonalement sur P 1 x H x . Les quotients géométriques 

V, := IV/Go et IL, := P 1 x R x //G 
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existent et les variétés et P 1 x H x sont des nbrés principaux de groupe Go au dessus 
des quotients et \J X respectivement ( voir |]Ylo79'] LoiïiiïIcl 9). Los Vctrietcs V# et U# sont 
en particulier lisses sur C si x G X est général. Soient ir x et l x 

U T — X 



v, 

les morphismes naturels : ir x est une fibration en droites projectives sur C. Soit a x C 
la section de tt x , quotient géométrique de {0} x par le groupe Go- La section a x est 
contractée par i x sur x G X. 

Proposition 3.8. Si x G X est général alors le fibré tangent du schéma Y x est naturelle- 
ment isomorphe au fibré 

^((^Tx/T^X-o-z)), 
où l'on a identifié T- Kx C Ttj^. à son image dans i x Tx via la différentielle de l'application 

Lx- 

Démonstration. Notons r T et s r 



P^IL — — X 



H x *■ Va; 

les morphismes de passage au quotient. Le fibré vectoriel s x Ty x s'identifie, via la différentielle 
de s x , au conoyau de l'application 

T s* — ► T H X - 

La différentielle de l'action de Go sur H x en (e, /) G Go x H x est l'application 
H°(P\ T P i ® I ) H°(P\ /*T X <g> I ) — H^P 1 , /*T X ® I ) 

donnée par 

où x G H°(P 1 ,T P i ® I ) et y G EPÇP 1 , /Tx ® Io)- La formation des images directes 
fe*T g:E (— {0}xHa;) et Qa;^(eî;*Tx(— {0}xH x ) commute aux changements de bases, autrement 
dit, les applications naturelles 

fe*T fc (-{0} x H*)) ®k(/) — » H°(P 1 ,T pl <g>I ) 

et 

fe,(e<T x ( -{0} x H,)) k(/) — > H°(P\ /*T X I ) 
sont des isomorphismes (voir |Ha77j III Theorem 12.11). Le sous-fibré vectoriel 

T Sx C T H;r 

s'identifie donc au sous-fibré vectoriel 

q x *T qx (-{0} x H,) C q x ,(ev* x T x (-{0} x H x ), 

via l'identification Th^. — q Xif (ev*Tx(— {0} x H a .) donnée par la proposition E3J Ces iden- 
tifications sont Go-équivariantes. 
Le diagramme 



1 xH, - 


U 






7To; 




— v 
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est un carré cartésien dans la catégorie des Go-schémas puisque l'action de Go sur est 
libre. La restriction de la différentielle de r x à T qx induit un isomorphisme équivariant de 
T qx sur r*T nx . Le morphisme s x étant plat, l'application 

fe^CW-a,)) ~ qx ^T qx (-{0} x E x ) — q x ,(ev* x T x (-{0} x H,) ~ q x y x (i*T x (-a x )) 

s'identifie donc à l'application 

sl^x*T , TT X (-^x) — ► s* x Tï xl ,ev* x Tx{-(T x ) 

de façon équi variante. L' isomorphisme équivariant 

s *x T V x - s >s*((4 T ^/ T 7rJ(-^)) 
descend en l'isomorphisme cherché 

□ 

Remarques 3.9. L'énoncé précédent reste vrai si x G X est quelconque et si est une 
composante connexe de Hom-l(P ,X, h- > x) H Hom-b(P 1 ,X). 

Soit H une composante connexe de Hom-l(P ,X) D Hom-b(P 1 ,X). Le groupe G opère 
librement sur H par la formule g- f = f og^ 1 où g G G et [/] G H (voir |Mo79j Lemma 9). Il 
opère diagonalement sur P 1 x H. Les quotients géométriques V := H/ /G et U := P 1 x H//G 
existent et les schémas H et P 1 x H sont des fibrés principaux de groupe G au dessus des 
quotients V et U respectivement (voir Mo79 Lemma 9). Les schémas V et U sont en 
particulier lisses sur C. Soient ir et i 

U — î— » X 



V 

les morphismes naturels. Le morphisme tt est une fibration en droites projectives sur C. La 
preuve de la proposition suivante est analogue à celle de la proposition 13.81 

Proposition 3.10. Le fibré tangent du schéma V est naturellement isomorphe au fibré 
it*(l*Tx /IV), où l'on a identifié T n C Tu à son image dans l*Tx via la différentielle de 
l'application t. 

4. Un calcul de classe de Chern 

4.1. Nous reprenons les notations de la section précédente. Soit x G X un point général. 
Soit E x le fibré vectoriel de rang 2 sur \ x donné par E x := ir x *0\j x (a x ). La section o x de 
ir x correspond à la donnée d'un quotient inversible M x de E^. Le fibré E x est une extension 

— > Oy x — > E x — ► Mj; — > 

du fibré inversible M x par le fibré trivial Oy x et C2(E X ) = 0. Soit L x := M!^ -1 . Le schéma 
Uz s'identifie au fibré projectif Py x (E x ) au dessus de V x et l'idéal de a x dans \J X s'identifie 
au fibré tautologique Op v (e x )(~ !)• 

Soit [/] G H.J et soit £ := ci(X) • /*(P 1 ) > 2. Le fibré en droites i x u>x est de degré — £ 
sur les fibres de tt x et trivial sur a x . Il est donc isomorphe au produit de i copies du fibré 

Proposition 4.2. Si x G X est général alors la première classe de Chern de V x est donnée 
par la formule 

ci(Y x ) = WÎ((^ " i)ci(X) 2 - c 2 (X)) G Pïc(Y x ) ® Q. 
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Démonstration. Soient AÇV X ) l'anneau de Chow de V x et K(V X ) son anneau de Grothendieck. 
Soient ch : K(V X ) — ► A (Va.) le caractère de Chern exponentiel et td(T 7ra .) € A(XJ X ) la 
classe de Todd du fibre tangent T nx à n x . La formule utile est la formule de Grothendieck- 
Riemann-Roch (voir |Fu98j Theorem 15.2) : 

<h(ic xl ((£T x /T*.)(-<rx))) = n x *(ch((L* x T x /T nx )(-o- x )) ■ td(TVj) G A(V X ) ® Q. 

Les morphismes paramétrés par H x sont libres d'après le lemme l3~ÏÏl Le faisceau 

R\ x *((L* x T x /T nx )(-a x )) 

est donc nul, 

■ïï x] ((i* x T x /T 7rx )(-a x )) = TT X:t ((L* x Tx/T nx )(-a x )) 
et, d'après la proposition 13.81 

ch(7r xl ((i* x T x /T Wx )(-a x ))) = ch(T v J. 

La première classe de Chern de Y x est donc donnée par la formule 

C1 (V X ) = ch(T v Ji = 7 r :c ,(ch((4Tx/T 7r J(-a :c )) • td(T 7r J) 2 . 

Il reste à calculer la composante de codimension 2 du cycle 

ch((i* x T x /T nœ )(-a x )) • td(TVj = (i x ch(T x ) - ch(TVj) • ch(0 Vx (-a x )) • td(TVj. 

La formule 

fc*Cl(X) = ^(o^ + 7T*Cl(La.)) 

ainsi que les formules 

i*ci(X) • = 

et 

o~ x = p*c\(~E x ) ■ a x — C2(E X ) = —a x ■ tt x ci(L x ) (voir jFu98j Remark 3.2.4) 

donnent 

a x • tt*ci(L x ) = -^4ci(X) 2 - Tï* x ci(lj x f 



et 



4ci(X) • tt*ci(L x ) = ^4ci(X) 2 . 



Le calcul donne (voir |FÛ98] Example 3.2.3 et Example 3.2.4) : 



et 



ch(0 Vx (-a x ))<2 = l-a x + ^a x 2 

= l-^+2« c i( L ^) 2 -^ c l( X ) 2 )> 

ch(T^)< 2 = 1 + 2a x + ir* x c x (L x ) + - (Aa x 2 + vr*ci(L x ) 2 + 4a x ■ ir* x ci(L x )) 

= 1 + 2a x + 7T*ci(L x ) + -ir*ci(L x ) 2 , 

td(T w .)< 2 = 1 + a x + -7r* x ci(L x ) + ^o- x 2 + ir xCl (L x ) 2 + 4a x ■ ir x d(L x )) 

= 1 + a x + -7r*ci(La,) + ^ir* xCl (L x ) 2 , 

4ch(T x )< 2 = t *(n + d(X) + ^(ci(X) 2 - 2c 2 (X))). 



Finalement, 



(ch((c* x T x /T nx )(-a x )) ■ td(T 7r J) 2 = - ^K(X) - c 2 (X)) + —^(L* 



s 
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et 

ci(V x ) = 7r^(ch((4T x /T^)(-^))-td(T^)) 2 

= - ^)c?(X) - c 2 (X)) G PicCV,) Q. 

□ 

Remarques 4.3. Le calcul précédent reste vrai si x £ X est quelconque et si H x est une 
composante connexe de Hom-^P 1 , X, h- > x) H Hom-b(P 1 , X). 
L'extension 

— ► C'y., — ► — ► M x — ► 
est scindée. Soit a sa classe dans H 1 (V x ,h x ). La restriction Tr x \ ax de est un 

isomorphisme de a x sur V^. Nous noterons encore L x le fibré 7r x f h x et a la classe 

Kx* a JX G H^cr^L^). 

Lemme 4.4 (voir |Dr04j Lemmes 3.2 et 3.3). La classe du fibré Op v (Eic)(l) ® ^î^x dans 

Pic(2a*) ^Pic^eHV^L*) 

es£ (0, a). 

Le fibré (Op v (e i )(- 1) <g> -ïï%M. x )® 1 est isomorphe au fibré t*^x- La classe £a est donc nulle 
et a l'est aussi. 

5. DÉMONSTRATION DES RÉSULTATS 

Lemme 5.1. Soit Y une variété algébrique connexe, projective et lisse sur C. Soit E un 
fibré vectoriel de rang 2 sur Y, extension d'un fibré en droites M par le fibré trivial Oy. 
Soient Z := Py(E) et p : Z — ► Y le morphisme naturel. Soit a C Z la section de p 
correspondant au quotient inversible M de E. Supposons qu'il existe une variété algébrique 
X projective et lisse sur C et un morphisme q : Z — ► X qui contracte a sur un point de X. 
Si (3 est un cycle de codimension pure k > sur X alors 

q*(Z) ■ p = q*(p*a ■ (a - p* Cl (M))) 

où a = p*q*(3 est un cycle de codimension k — 1 sur Y. 

Démonstration. L'anneau A(Z) est un module libre sur A (Y) engendré par la classe fon- 
damentale de Z et la première classe de Chern du fibré tautologique (voir |Fu98j Theorem 
3.3). Ici, la première classe de Chern du fibré tautologique est a et 

a 2 =p*d(E) -a- c 2 (E) =p*a{M) ■ a (voir jËiïÔâ] Remark 3.2.4). 

Le cycle q*(3 s'écrit donc 

q*f3 = p*7 • o + p*ô 
avec 7 G A fc_1 (Y) et ô E A fc (Y). Le cycle 7 est donné par la formule 

p*q*P = 7 -P*o~ = 7. 

Enfin, <7 étant contractée par g sur un point de X et le cyle j3 étant de codimension > 0, 
on a 

= q*(3 ■ a = p*( 7 • ci (M) + S) ■ a. 
Les cycles 7 et ô vérifient donc la relation 

S = -7- ci (M) 

et 

g*(Z) • /3 = g*g*/3 = q*(p*a ■ (a -p* Cl (M))). 

□ 
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Lemme 5.2. Si Y est une variété algébrique connexe, projective et lisse sur C de dimension 
n et si L est un fibré en droites ample et engendré par ses sections globales sur Y alors le 
système linéaire [Ky + nci(L)| est sans point base sauf si (Y, L) ~ (P n , Opn(l)). 

Démonstration. Le diviseur Ky + nc\{L) est numériquement effectif si et seulement si 
(Y, L) ^ (P n ,C P n(l)) (voir [Fiï87] Theorem 1). Supposons (Y, L) ^ (P n ,C P n(l)) et mon- 
trons le résultat par récurence sur la dimension n de Y. 

Si n = 1 alors le résultat est immédiat. Supposons n > 2. Soit H E |L| un diviseur 
général. Le groupe H^OyCKY + tn-lJH)) est nul par le théorème d'annulation de Kodaira. 
L'application de restriction 

H°(Y, Oy(K y + nH)) — ► H°(H, H (Ky + nH)) 

est donc surjective. Le diviseur (Ky + nH)| H = Kh + (n — 1)H| H est numériquement effectif 
par la formule d'adjonction. Si le sytème linéaire |Kh + (n — 1)Hijj| est sans point base alors 
|Ky + nH| l'est donc également. □ 

Les notations sont celles des paragraphes 12 01 et Si IL' X est une composante irréductible 
de Hz nous noterons U^, V' x , a' x , l' x , ir' x , M' x et L' x les variétés, morphismes et nbrés corre- 
spondants. 

Théorème 5.3. Sous les hypothèses si x E X est général et si \J X est une composante 
irréductible de V x alors le cycle 



lUK) ■ (c 2 (X) - ^/ci(X) 2 ) E A,_ 3 (X) ® Q 



est effectif. 



Démonstration. Si x E X est général alors les morphismes paramétrés par H^. sont libres 
(voir Lemme ESJ) et Y x est donc lisse sur C de dimesion t — 2, où l := ci(X) • /*P X avec 
[/] E H4 (voir paragraphe 01) • Si x S X est toujours un point général et si [/] E H' x alors la 
courbe /(P 1 ) est immergée en x (voir |Ke02j Theorem 3.3) : la restriction de la différentielle 
de l'application l' x à C Tjj/ définit un morphisme 

r' x : V x — P(T^) 

qui à [/] G V' x associe la droite d/o(T p i ) de Tx,x (voir JKeQ2 3.2). Le fibré en droites L' x 
est isomorphe au fibré T x *Op^^ )(1) et, puisque t' x est fini (voir |Kef)2j Theorem 3.4), L' x 
est ample et engendré par ses sections globales. 

Soit a := — c%(V x ) + (£ — l)ci(L' x ) E A^_ 3 (V^). Les formules (voir paragraphe 

7t^4* Ci (x) 2 = ^ Ci (l;) 

et 



Cl (V x ) = 4*4*((^ - ^)ci(x) 2 - C2 (x)) 



donnent 



vr^C(c 2 (X)-^ Cl (X) 2 )=a 



et, d'après le lemme lo"Tl 



l' x SK) ■ (c 2 (X) - ^cx(X) 2 ) = C«*a ■ (o' x + 4*c x (L;))). 

Le cycle a est effectif d'après le lemme E2 et ir' x *a ■ a' x et a ■ ci(L' x ) le sont donc aussi. 
Le théorème est démontré. □ 
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Théorème 5.4. Sous les hypothèses \2.1l si x G X est général et si \J' X est une composante 
irréductible de V x alors le cycle 

lUK) ■ (c 2 (X) - + ^) Cl (X) 2 ) G A £ _ 3 (X) ® Q 

es£ effectif sauf s 'il existe un morphisme fini X — ► X et une application rationnelle (p : 
X — ■» Z doni /es fibres générales sont des espaces projectifs sur C c?e dimension £ — 1, feZs 
gue /es courbes rationnelles considérées soient les images dans X des droites contenues dans 
les fibres de ip. 

Démonstration. Soit maintenant a := — ci(V' x ) + — 2)ci(L^,) G A£_ 3 (V^.) le cycle tel que 
(voir Lemme l5.1|) 

4,(U^) • (c 2 (X) - (^i + ^)d(X) 2 ) = 4,K*a • K + <*ci(L*)))- 

Le cycle a est effectif sauf si (V^,,L^,) ~ (P^ -2 , O p t-2 (1)) d'après le lemme E21 Si a est 
effectif alors ir x *a ■ a' x et a ■ ci(L' x ) le sont également et le cycle 

4,(uL)-(c 2 (x)-(^ + l) Cl (x) 2 ) 

est donc effectif dans ce cas. Si (V' X ,L X ) ~ (P^~ 2 , O p ^-2(l)) alors 

4,(U^).(c 2 (X)-^ Cl (X) 2 ) = 

et le cycle 

4M • ( C2 (x) - + ^) Cl (x) 2 ) = • (4 + <* Cl (i4))) 

n'est pas effectif sauf si £ = 2, auquel cas, il est nul. 

Supposons maintenant que l'ensemble A des points de X tels que le cycle 

4(U^).( C2 (X)-(^ + l) Cl (X) 2 ) 

ne soit pas effectif pour au moins une composante irréductible \J' X de Ua; soit dense dans X. Si 
x G A alors, d'après la discussion qui précède, il existe une composante irréductible V' x de 
telle que (V' X ,L' X ) ~ (P £ - 2 ,0 P £- 2 (1)). Supposons que pour un point x G X général et toute 
composante connexe \' x de V x , il existe des isomorphismes (V X ,L X ) ~ (P^ -2 , O p e-2(l)). 
Si x G X est toujours général et si V' x est une composante connexe de alors t' x est 
une immersion fermée et t x (V' x ) est un sous-espace linéaire de P(Tx x ). L'existence d'un 

morphisme fini X — > X et d'une application rationnelle <p : X — ■» Z dont les fibres générales 
sont des espaces projectifs sur C de dimension £ — 1, tels que les courbes rationnelles 
considérées soient les images dans X des droites contenues dans les fibres de <p sont alors 
démontrées dans |Ar04| (Theorem 3.1). 

Supposons donc A dense dans X et montrons que pour un point x G X général et toute 
composante connexe de V^, (V X ,L' X ) ~ (P^~ 2 , O p i-2 (1)). Soit 

c : Hom-b n (P 1 ,X) — ► Chow(X) 

l'application cycle (voir Ko96 Corollary I 6.9), donnée par 

[f] -> /.P 1 , 

où Hom-b I1 (P 1 , X) est la normalisation de Hom-b(P 1 , X). Soit V la normalisation de l'adhérence 
de l'image de H dans Chow(X) et soit U la normalisation du cycle universel sur V. Le sous- 
ensemble c(H) est ouvert dans son adhérence. Son image inverse dans V est le quotient 
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géométrique V de H par G et son image inverse dans U est le quotient géométrique U de 
P 1 x H par G (voir |Mo79j Lemma 9). Soient 7f et ï 



U 



V 



X 



les morphismes naturels. Le morphisme n est une fibration en droites projectives. Le point 
essentiel est que l'image de U \ U par ï est un fermé strict de X puisque le schéma V x est 
propre sur C pour x € X général. Si x € X est général alors T~ (x) C U et ï est lisse au 
dessus d'un ouvert non vide de X (voir KoOlïj II 3.5.3 et Lemme l3.3(l . La restriction de la 
différentielle de l'application ï à T s C définit une application rationnelle r 

^P(fi^) 



/ 

U 



X 



bien définie au dessus d'un ouvert non vide de X (voir |Ke02| Theorem 3.3). Soit t : U — > X 
la factorisation de Stein de ï. Le morphisme X — > X est étale au dessus d'un ouvert de X. 
Soit f l'application rationnelle définie par la restriction de la différentielle de l'application 
t a Tt? G Ttt 



p(«k) 




qui est bien définie au dessus d'un ouvert non vide de X. Il faut enfin remarquer que le 
morphisme \J X D o~ x ~ — ► ï~ 1 (x) C U est un isomorphisme si x € X est général. 
L'ensemble A est dense dans X par hypothèse. L'ensemble des points îéX tels que 



X),T*0 F{QI) (1) ) 



3 ,O p ,- 2 (l)) 



T*Op(pi^(£ — 1) est plat au dessus d'un ouvert 



f*0 



l) 



est donc dense dans X. Le faisceau tojj^ 

non vide de X. Si x G X est un point général alors le faisceau Wjj^ 09 t ' i^p(ni ){ 

est engendré par ses sections globales (voir Lemme lo"2)) et trivial au dessus d'un point de 
A. L'ensemble des points de X où l'espace des sections de ce faisceau est de dimension 1 
est en particulier ouvert dans X (voir |Ha77j Theorem 12.8) et non vide par hypothèse. 
Le faisceau c^y-g ® ^*Cp(ni )(^ — 1) , 1 es * donc trivial pour x G X général et, d'après le 

critère de Kobayashi et Ochiai (voir K Û73| ). 



'p(ni) 



l) 



|£-l(â) 

ce qui démontre le résultat annoncé plus haut. 
Proposition 5.5. Sous les hypothèses \2.1\ le cycle 



(P 



□ 



iU^x) ■ (02 (X) 



1 



2f: 



ci(X) 2 ) G A^_ 3 (X) (g) Q 



est nul pour x G X général si et seulement s'il existe un morphisme fini X — > X et une 
application rationnelle ip : X -~> Z rfoni /es fibres générales sont des espaces projectifs sur 
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C de dimension £ — 1, tels que les courbes rationnelles considérées soient les images dans 
X des droites contenues dans les fibres de (p. 

Démonstration. Si le cycle 

• (c 2 (X) - ^i Cl (X) 2 ) G A^ 3 (X) <g> Q 

est nul pour iéX général alors 

(V;,L^(P^ 2 ,(V- 2 (1)) 

pour toute composante connexe V x de V x (voir Théorème 15. 3f) et le Theorem 3.1 de Ar04 
donne la conclusion cherchée. 

Inversement, supposons qu'il existe un morphisme fini v : X — ► X et une application 
rationnelle ip : X — » Z dont les fibres générales sont des espaces projectifs sur C de 
dimension £ — 1, tels que les courbes rationnelles considérées soient les images dans X des 
droites contenues dans les fibres de (p. Soit F ~ p^ _1 une fibre générale de (f et j : F ■=— > X 
l'immersion fermée de F dans X. La formule de projection donne 

F.z,*(c 2 (X)-^i Cl (X) 2 ) = j;(c2 (F)-^ Cl (F) 2 ) 



et 







^(U,).(c 2 (X)-^ Cl (X) 2 ) = ^( F ).(c 2 (X)-^ Cl (X) 2 ) 

= ^(F.^(c 2 (X)-^i Cl (X) 2 )) 
= 0. 



□ 



Remarque 5.6. Supposons que la différentielle de t' x s'annule en codimension 1 et soit D' x C 
V' x le diviseur de V' x tel que l'application induite 

T Y X — ><-* T P(T^j(-DL) 

soit non nulle en codimension 1. Son conoyau Q est localement libre en codimension 1. Le 
fîbré r x *Tp( T ^ ) &>M' X étant engendré par ses sections globales, le faisceau QCEDOv^ (D x )<8>M^, 
l'est également. 

Lemme 5.7. Soit Y une C-variété régulière de dimension n > 1. Si G est un faisceau 
cohérent, localement libre en codimension 1 et engendré par ses sections globales alors le 
cycle ci (G) E A (Y) est effectif. 

Démonstration. Le faisceau G est localement libre sur un ouvert Yo C Y dont le complémentaire 
est de codimension au moins 2 dans Y et G| Yo est également engendré par ses sections glob- 
ales. Notons i l'inclusion de Yo dans Y. L'application i* : A n _i(Y) — ► A n _i(Yo) étant 
un isomorphisme, il suffit de traiter le cas où G est localement libre et engendré par ses 
sections globales, qui est immédiat. □ 

Soit a := c\ (Q ® Oy> (D' x ) (g) M'J € AesÇVx). Le cycle a est effectif d' après le lemme IBTTl 

Cl (Y x ) = c 1 (L' x ) + (n-l)(c 1 (L' x )-D' x )-c 1 (Q) 

= C1 (L'J + (n - l)(ci04) -V x ) + (n-£+ l)(- Cl (L'J + B' x )-a 
= (£-l) Cl (L' x )-(l-2)T> x -a 



et 



cUK) ■ (c 2 (X) - ^ Cl (X) 2 ) = y xif W:((£ - 2)Di + a) • (a' x + n' x * Cl (L' x ))) . 
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La description géométrique du support de D^, est donnée par le résultat suivant. 

Lemme 5.8 (voir |Ar04| Proposition 2.7). Le morphisme t' x est une immersion en [f] € V' x 
si et seulement si /*T X ^ O p i (2) © O p i (1)® £ ~ 2 © 0®T t+1 . 
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